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0(4)-Symmetry and Stark-Effect of the H-Atom

Using the advantages of the O (4)-symmetry the second order Stark-effect of the hydrogen atom
is calculated by the Dalgarno-Lewis perturbation method in a purely algebraic manner. The Stark-
effect provides the first quantum mechanical example in which the Dalgarno-Lewis equation
relevant for second and third order perturbation theory of the whole spectrum can be exactly

solved.

1. Einleitung

Vom theoretischen Standpunkt aus betrachtet
spielte der Stark-Effekt des Wasserstoffatoms bei
der Entwicklung der Quantenmechanik eine bedeu-
tende Rolle. Er stellte nidmlich eines der ersten
quantenmechanischen Probleme dar, zu deren rechne-
rischer Behandlung storungstheoretische Methoden
verwendet wurden. Ferner war er von Bedeutung
beim Vergleich der Heisenbergschen Matrizenmecha-
nik mit der Schrodingerschen Wellenmechanik. Die
Ergebnisse fiir den Stark-Effekt 1. Ordnung, die
Pauli ! unter Verwendung von Matrixmethoden und
Schrodinger 2 unter Verwendung seiner Differential-
gleichung im Jahre 1926 erhielten, stimmten voll-
stindig tiberein, was als ein weiteres Indiz fiir die
Aquivalenz beider Theorien angesehen wurde.

Von Interesse ist natiirlich der Stark-Effekt hohe-
rer Ordnung. Die 2. Ordnung wurde fast gleichzei-
tig (1926) von Epstein3, Waller? und Wentzel ®
berechnet, die 3. Ordnung von Ishida und Hiyama ¢,
die 4. Ordnung von Basu?. Die ziemlich aufwen-
dige Berechnung der héheren Ordnungen basiert
in allen Fillen auf der Separation der Schrodinger-
Gleichung in parabolischen Koordinaten und An-
wendung der Storungstheorie. Eine weitere Methode
besteht in der Anwendung der WKB-Néherung auf
die in parabolischen Koordinaten separierte Schro-
dinger-Gleichung, wie Bekenstein und Krieger® in
neuerer Zeit gezeigt haben. Thre Resultate stimmen
mit den storungstheoretischen bis zur 4. Ordnung
iiberein. Fir eine ausfiihrliche Diskussion des Stark-
Effektes bis einschlieflich 3. Ordnung und einen

Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen ver-

Sonderdruckanforderungen an Dr. H. G. Becker, Institut
fiir Theoretische Kernphysik der Universitit Bonn, NuB-
allee 14—16, D-5300 Bonn.

weisen wir auf den Handbuchartikel von Bethe und
Salpeter °.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine iibersicht-
liche, rein algebraische Methode zur Berechnung
der 2. und 3. Ordnung des Stark-Effektes zu ent-
wickeln. Unsere Methode beruht auf der Rayleigh-
Schrédingerschen Storungstheorie, verwendet aber
die Version von Dalgarno und Lewis!® bzw. die
allgemeine Formulierung der letzteren durch
Schwartz 11, welche sich gerade fiir die algebraische
Behandlung als sehr geeignet erweist. Die Methode
von Dalgarno und Lewis wurde mit Erfolg auf
Probleme der Atom- und Molekiilphysik angewandt.
Ihr Vorteil besteht darin, dafl die im allgemeinen
ziemlich umsténdliche Berechnung von Matrixele-
menten und unendlichen Summen, wie sie in der
iiblichen Formulierung der Storungstheorie auftre-
ten, zuriickgefithrt wird auf die Bestimmung von
Operatoren, was in vielen Féllen einfacher ist. Die
Operatoren haben die Eigenschaft, dafl sie bei An-
wendung auf die ungestorten Zustinde die entspre-
chenden Beitrige hoherer Ordnung erzeugen. Ge-
lingt es, solche Operatoren anzugeben, erhilt man
die Korrekturen hoherer Ordnung zur Energie durch
die Berechnung einiger Erwartungswerte. Die Me-
thode von Dalgarno und Lewis ist bisher bei den
meisten Problemen zur Berechnung eines einzelnen
Niveaus, vornehmlich des gestorten Grundzustandes,
verwendet worden (siehe hierzu den Ubersichts-
artikel von Dalgarno 1?). Wir werden am Beispiel
des H-Atoms im homogenen elektrischen Feld zei-
gen, dall mit ihr auch sdmtliche angeregten Niveaus
gleichzeitig, also das gesamte gestorte Spektrum, in
der 2. und 3. Ordnung berechnet werden kann. Da-
mit haben wir ein erstes quantenmechanisches Bei-
spiel, in dem sich die fiir die Berechnung der 2. und
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3. Ordnung relevante Operatorgleichung in voller
Allgemeinheit 16sen laf3t.

Die algebraische Behandlung des Stark-Effektes
mit der Methode von Dalgarno und Lewis wird
allerdings nur méglich durch die konsequente Aus-
nutzung der O(4)-Symmetrie des Wasserstoffatoms.
Schon in der oben erwihnten berithmten Arbeit aus
dem Jahre 1926 verwendete Pauli das quanten-
mechanische Analogon des Runge-Lenz-Vektors, der
eine im Keplerproblem zusitzlich zum Drehimpuls
charakteristische Konstante der Bewegung darstellt,
und es gelang ihm damit, das Wasserstoffspektrum
im Rahmen der Heisenbergschen Matrizenmechanik
abzuleiten. In spateren Arbeiten von Fock 3 und
Bargmann!* wurde dann gezeigt, daf} die O(4)-
Gruppe die Symmetriegruppe des H-Atoms ist und
daB} Pauli von einer Algebra von unendlichdimen-
sionalen Matrizen ausgegangen war, die im wesent-
lichen nichts anderes als eine Darstellung der O (4)-
Lie-Algebra bedeutete. (Fiir eine ausfiihrliche Dar-
stellung dieser Zusammenhinge verweisen wir auf
den Review-Artikel von Bander und Itzykson 1%, fiir
historische Einzelheiten sei McIntosh 16 erwihnt.)
Die rein algebraische Ableitung der Balmerterme
wurde von Moshinsky 17 gegeben.

Unsere Arbeit stellt in gewissem Sinne eine Fort-
setzung der Arbeit von Pauli dar, in der er auch,
wie wir schon bemerkten, den Stark-Effekt 1. Ord-
nung berechnete. Im 2. Abschnitt stellen wir die
wichtigsten algebraischen Beziehungen zusammen,
die zur Behandlung des H-Atoms benétigt werden.
Der 3. Abschnitt enthilt die Stérungstheorie bis ein-
schlieflich 3. Ordnung nach Dalgarno-Lewis in der
allgemeinen Formulierung von Schwartz und wei-
tere wichtige Operatorbeziehungen fiir das H-Atom.
Im 4. Abschnitt wird die Berechnung des Stark-
Effektes 2. Ordnung, um die Vorteile und Besonder-
heiten unserer Methode aufzuzeigen, explizit durch-
gefiihrt. Auf die Berechnung der 3. Ordnung, die
natiirlich entsprechend komplizierter ist, verzichten
wir, da sie ja im Prinzip nichts Neues liefert.

2. H-Atom und O(4)-Symmetrie

Es ist charakteristisch fiir das Coulomb-Problem,
daBl auBler dem Drehimpuls L=7T X p ein weiterer
Vektoroperator mit dem Hamilton-Operator

H=(1/2 u) p?—e€¥r
vertauscht, namlich
r 1

A= =5 = @xL-Lxp),

(2.1)

(2.2)

der sein klassisches Analogon in dem Runge-Lenz-
Vektor hat. Die Komponenten von A geniigen den
Vertauschungsrelationen (im folgenden immer mit

VR abgekiirzt:

[4i,4;]1=— (2 ih/ll" e HL,. (2.3)

Beziiglich der gebundenen Zustinde des H-Atoms,
fiir die wir uns nur interessieren, ist der Operator
—H ein positiv definierter Operator, und somit hat
die Bildung 1/)/ —H einen Sinn. Gleichung (2.3)
legt es nahe, anstelle von A den Vektoroperator

1
K- ]/i“ 28 A

einzufiihren. Die VR (2.3) gehen dann iiber in

[Ki,K;] =ik & K (2.5)
Als Vektoroperator hat K natiirlich dieselben VR
mit L wie die Operatoren 7 und p, d. h.

[Li, K] =ik & Ky (2.6)
Beriicksichtigen wir noch die VR der Drehimpuls-

komponenten

[L;, Lj] =ih€ijk L, (2.7)

so bildet die Gesamtheit der Operatoren K und L
eine Lie-Algebra, die isomorph zur Lie-Algebra der
4-dimensionalen Drehgruppe O(4) ist. Zusitzlich
gilt zwischen K und L die Beziehung

L-K=K-L=0,

welche, klassisch gesehen, die Orthogonalitit von
Drehimpuls und Runge-Lenz-Vektor ausdriickt. Zur
Berechnung der Eigenwerte von H fithrt man zweck-
mafigerweise neue Operatoren

(2.4)

(2.8)

J,=3(L+K) und J,=3(L-K) (2.9)
ein, fiir die man die VR
[Jais J6i1 =05 [Jais Jaj] =i &iji Jan 5
ois Joil =i h € Jor (2.10)

findet. Es zeigt sich also, dafl die O(4)-Lie-Algebra
als eine direkte Summe von zwei Drehimpulsalge-
bren geschrieben werden kann. Wir konnen deshalb
simultane Eigenvektoren von J,2, J,3, J,2, J53 kon-
struieren und diese als Basis fiir die Darstellungen

der O (4)-Lie-Algebra verwenden:
]azlja majbmb> :ja(ja+ 1)h2 ]ja mg jp mb) s
]a3!jamajbmb>=mah‘jama].bmb> . (2.11)

Die analoge Beziehung gilt fiir J;? und J,3. Beim
Kepler-Problem sind nicht alle Darstellungen reali-
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siert. Aufgrund der Einschrankung

KL=J2-J2=0 (2.12)

folgt ndmlich
Jo=Ir=1], (2.13)

so da nur die Darstellungen der Dimension
(2j+1)2 vorkommen. Hierbei nimmt j halb- oder
ganzzahlige Werte einschlieflich den Wert O an.

Zu den Eigenwerten von H gelangen wir, indem wir -

den Hamilton-Operator mit Hilfe der Operatorbezie-
hungen

2(J2+d,?) =L*+K*=L2— (ue*/2H) A2
(2.14)
und
A%2= (2/uet) H(L2+h2) +1 (2.15)
ausdriicken in der Form
H__ et ~ et
T A2 +d2) 2R 2(4d2+R?)
(2.16)
Wenden wir H auf den Zustand
]jmajmb) Eljmamb) (2.17)
an, so folgt fiir die Eigenwerte
E e 2.18
ERErrcirT

(ap="h?/ue® Bohrscher Radius). Die Hauptquan-
tenzahl n kann mit

2j41=n (2.19)

identifiziert werden. Die hier skizzierte Ableitung
der Balmer-Terme geht auf Moshinsky 17 zuriick.
Zur Berechnung des Stark-Effektes 1. Ordnung

sind die Matrixelemente des Storoperators

V=—eFz, (2.20)

der das Potential des homogenen elektrischen Feldes
darstellt, zwischen den ungestorten Eigenzustdnden
| jmampy zu bestimmen. DaB dies in relativ ein-
facher Weise moglich ist, zeigte Pauli! durch expli-
zite Rechnung unter Verwendung von Matrixmetho-
den. Er bewies, dal der Ortsoperator T beziiglich
eines Multipletts, d.h. eines n-dimensionalen Ei-
genraumes €™ von H zum Eigenwert E,, , gemiB

3e? 3a0n

r=-g, A=

K (in G™) (2.21)

mit dem Runge-Lenz-Vektor identifiziert werden
kann. Ein einfacher algebraischer Beweis ist in einer
wenig bekannten Arbeit von Flamand 18 zu finden,
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den wir deshalb kurz andeuten wollen. Zunichst

folgt aus der VR
31 ao

[Ai,l'j] == 2h

> [H, ;12

—Z; .’E]'] ’
(2.22)

dal} bei der Bildung von Matrixelementen zwischen
den Zustinden eines Multipletts nur der erste Term
auf der rechten Seite einen von Null verschiedenen
Beitrag liefert, der zweite Term also innerhalb eines
Multipletts keine Rolle spielt. Bei Beschriankung auf
den Unterraum €™ gilt daher

ul. Lk o el

3ia,
[4i, 2] = —Zh— &ijr L - (2.23)
Fiihrt man nun den Vektoroperator
Q-1+ (34E)A (inGCM) (2.24)

ein, so lassen sich fiir diesen unter Beriicksichtigung
von Gl. (2.23) die VR

[ais i1 =%ih &5 2y,
[(Upir 21 =%ih & 2

ableiten. Die drei Matrizen £2; haben die Eigen-
schaft, dal sie die Komponenten eines Vektorope-
rators darstellen, der in gleicher Weise auf zwei
verschiedene Drehimpulssysteme, d. h. zwei kommu-
tierende Drehgruppen bezogen ist. Als solcher kann
er nur der Nullvektor sein. Nach Flamand konnen
wir somit das fiir unser Problem wichtige Theorem
formulieren:

(in G™) (2.25)

Theorem: Geniigen drei n? x n2-Matrizen £2;, die
untereinander kommutieren mogen oder nicht,
in einer n?= (2 j+1)2-dimensionalen Darstellung
DD von O(4)=~ 0(3) xO(3) den Beziehungen
(2.25), so sind sie notwendigerweise identisch mit
der Nullmatrix.

Zum Beweis gehen wir von der VR

Unilless 201 = 2% e Uis 241 = — ™ 2, (226)

aus, wobei wir i+ j vorausgesetzt haben. Anderer-
seits aber liefert die Jacobi-Identitat

oilJais Qi1+ [Tai[ 24, Toil] +[2:0T5i5 Joil]
=[JvilJaj» 2i1]=0. (2.27)
Hieraus schlieBt man unmittelbar auf 2,=0. Auf-
grund der soeben bewiesenen Beziehung (2.21) ge-
staltet sich die Berechnung des Stark-Effektes 1. Ord-

nung ziemlich einfach. Da wegen Gl. (2.9) die
Zusténde |jm,m;) Eigenzustinde von L; und K,
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sind mit den Eigenwerten

Lyljmomp)=mh|jmamy) ; m=mg,+my,
sll 5) {] b) b (2.28)

Ks|jmamy) =kh|jmamy) 5 k=m,—m,

folgt, daBl der Storoperator des elektrischen Feldes

in Gl (2.20) beziiglich des Unterraumes €™ dia-

gonal ist. Wir erhalten fiir die 1. Ordnung explizit

EO=(jmamy|V|jmgmpy) = —3eFagnk/2.
(2.29)

Die Basisvektoren |jm,m;) sind gerade die im
storungstheoretischen Sinne ,richtigen“ ungestorten
Eigenzustande.

3. Storungstheorie nach Dalgarno-Schwartz

Um den Stark-Effekt 2. und 3. Ordnung auf eine
rein algebraische Weise berechnen zu kénnen, geht
man zweckmiBigerweise von der Formulierung der
Storungstheorie aus, die von Dalgarno-Schwartz 19 11
gegeben wurde. Es wird sich zeigen, dafl letztere
zusammen mit gewissen aufgrund der O(4)-In-
varianz des H-Atoms bestehenden Beziehungen eine

relativ einfache algebraische Behandlung ermég-
licht.

Bekanntlich berechnet sich die Korrektur 1. Ord-
nung | p®) zum Eigenzustand |y) des ungestor-
ten Hamiltonoperators H aus der inhomogenen Glei-

chung
(H—E)|p®) + (V —E®)|9) =0, (3.1

wobei EW ={y|V|y) der Beitrag 1.Ordnung
der Energie ist. Da |%®) nur bis auf eine Losung
der zugehorigen homogenen Gleichung festgelegt ist,
kann man |y®) eine weitere Bedingung aufer-
legen. ZweckmaBigerweise verlangt man

(w[yW)=0. (3.2)

Unter dieser Voraussetzung erhalt man fir die Bei-

trige 2. und 3. Ordnung zur Energie die Ausdriicke
E® = (|V]|y®) (3.3)
E® = (y®|V]pW) —ED (p0 | y®) . (34)

Die Methode von Dalgarno-Schwartz besteht nun

darin, die Berechnung von |y®) auf die Bestim-
mung eines Operators zuriickzufiithren, der durch

|9 ®) =Fop | ) (3.5)
definiert ist. Gleichung (3.1) 1aft sich damit schrei-
ben

[H,Fopl [y) = (ED=P) |y) . (3.6)
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Im vorliegenden Fall des Stark-Effektes bedeutet
[1) ein Zustand des ungestorten H-Atoms. Wie sich

aus den obigen Bemerkungen ergibt, kénnen wir
E®M gemil

3e*F . .
74"«'*— A3Uma m[,> =E® I]ma my)

(3.7)
als Eigenwert eines Operators darstellen und daher
ist es naheliegend, E® in Gl. (3.6) durch den ent-
sprechenden Operator zu ersetzen. Wenn es uns also
gelingt, einen Operator F,, zu finden, welcher der
VR

&

3
[H,F,,] :eF(*4H

A3+z) (3.8)
geniigt, so ist damit die Berechnung von E® und
E®) auf die Auswertung von Erwartungswerten in
den ungestérten Zustinden | j m, m;) reduziert — im
Gegensatz zu den iblichen Formeln der Storungs-

theorie, in denen unendliche Summen auftreten.

Daf} ein Operator F, existieren muf3, folgt schon
aus der verwendeten Tatsache, da} der Ortsoperator
r innerhalb eines Multipletts gemaf} Gl. (2.21) mit
— (3€?/4H)A identifiziert werden kann. Dies ist
nur moglich, wenn sich r — (3¢2/4 H)A als Kom-
mutator von H darstellen 1a6t. Um den Operator
F,, zu bestimmen, bemerken wir, daf} der Runge-
Lenz-Vektor in der Form

a-Tt 2

r he?

[HiLxr—ihr] (3.9)
geschrieben werden kann, wenn wir in Gl. (2.2)
den Operator p durch den Kommutator

L u

P 7] (3.10)

ersetzen. Ferner gibt es eine weitere alternative

Form, namlich

=B

2 r°
(3.11)

von Gl. (3.10)

i . 2
A=m[H,r p—Hhr]— o2 rH-—

die man leicht unter Verwendung
und der Relation

[H,pl=iher/r (3.12)

beweist. Eliminieren wir 7/r, indem wir Gl. (3.9)
und Gl. (3.11) addieren, so folgt

i 2 4
3A= ] [H Lxr+r2pl - o rH. (3.13)
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Multiplizieren wir mit H™1, so erhalten wir die ge-
suchte Beziehung

3e?
" 4AH
Damit ist auch die Behauptung in Gl. (2.21) noch-
mals auf eine einfache und direkte Art bewiesen.
Bilden wir namlich die Matrixelemente von (3.14)
zwischen den Zustinden | jm,m;) eines Multipletts
€™, so liefert der Kommutator keinen Beitrag. Spe-
zialisieren wir nun Gl (3.14) auf die z-Kompo-
nente und vergleichen mit Gl. (3.8), dann ergibt
sich fiir den Operator F,, der explizite Ausdruck
ieF
Y
Es ist klar, dal F,, nicht eindeutig bestimmt ist,
sondern nur bis auf einen Operator a, der mit H
kommutiert. @ kann auch eine Zahl sein, d. h. ein
Vielfaches des Einheitsoperators. Wir versuchen a
so zu bestimmen, daB in Ubereinstimmung mit der
Stérungstheorie der Beitrag 1. Ordnung | @) zum
ungestorten Zustand | v) orthogonal ist, d. h.

_ i ap1 1
r= A+ 4h[H,L><r+r Pl R (3.14)

F {(Lxr)3+r2p3+a}h1. (3.15)

ie

(9| Fop|w) = -4—,_1% (3.16)

(p[ (LxT)3+1r3py
+alyp)y=0.

Obwohl die Berechnung der Matrixelemente nicht
ganz trivial erscheint, gelingt dies mit Hilfe der
Kommutatoren

[A,r2] = — E;;‘—’—Lxr—2aor (3.17)
ooy 2ih 3ih , K
[H,r r]——*;'*LXT— P rp- P r,
(3.18)
aus denen man die Beziehungen
((Lxm)g)=ik (), (3.19)
(r?ps) =itk (z) (3.20)

entnimmt. Hier und im folgenden benutzen wir fiir
den Erwartungswert {y |Gy, |w) eines Operators
die Abkiirzung (G,p). Wir sehen nun, daB es fiir
die Bedingung in Gl. (3.16) hinreichend ist,

a=—2ik (z) (3.21)

zu setzen. Den Wert des Matrixelementes (z) ken-
nen wir bereits. Damit haben wir die Gl. (3.8) zur
Bestimmung des Operators F,;, explizit gelost. Unse-
res Wissens nach stellt der Stark-Effekt des H-Atoms
das erste quantenmechanische Beispiel dar, fiir das
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die exakte Losung der Operatorgleichung, welche
die Grundlage zur Berechnung der 2. und 3. Ord-
nung fir das gesamte diskrete Spektrum bildet, an-
gegeben werden kann. (Vergleiche hierzu die Bemer-
kung in der 1. FuBnote der Arbeit von Schwartz !1.)

4. Stark-Effekt 2. Ordnung

Daf} die storungstheoretischen Ausdriicke fiir die
Energie auf rein algebraische Weise ausgewertet
werden konnen, zeigen wir nun am Beispiel der

2. Ordnung. Wir haben also

E®@ = (p|V]|pW) = (y|VFyp|y), (4.1)
- 22 2 F2

(2)=_ze F 2 _i 2

E an g GUIXT)strizps) — S (2)

zu berechnen, was wir in mehreren Schritten durch-
fiihren wollen. Zunichst werden wir E® als Funk-
tion der Erwartungswerte {(r?), (z*) und (z) aus-
driicken. Dies geschieht mit Hilfe geeigneter Ver-
tauschungsrelationen.

Unter Verwendung der VR in Gl. (3.17) und
g
la ia ia
[4i, %] = Tofzik Ly+ #)Pi z;+90;; (ao = —h—op"')
(4.2)

beweist man
tay 2ia,
r’zp

[A3a272]= A 3 — B

z(Lxr),

+2apr7- S0 (pO)rt. (43)

Den Operator (p-r)r? eliminieren wir unter Ver-
wendung von

W8 5 1
u

i

4ik

[H,r] = - (p-rr+

Ferner brauchen wir noch eine weitere Beziehung,

die wir aus Gl. (3.18) erhalten:

[H, 2] = — 4ih

r’zp, (4.5)
2ih h?
— —r3.
“
Fiir die gesuchten Erwartungswerte ergibt sich

Ry vika),

+

2
z(LxT)g— i}zz

(4.6)

(r?y + — (%), (4.7)
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und fiir E® folgt:
@ €2F2 s
E® =~ (2(r*) +3(s) —4(2)?) . (4.8)

Damit ist die Berechnung von E® auf die Bestim-
mung von {r?>) und (z?) zuriickgefiihrt.

a) Berechnung von {r?)

Hierzu benotigen wir den Erwartungswert {r),
den wir als erstes bestimmen wollen. Zunachst folgt

aus Gl. (2.2)
rA=r— (%g,) (L2—ihrp). (49)

Multiplizieren wir Gl. (3.14) mit A und beachten
wir, dal A mit dem Hamilton-Operator H kommu-

tiert, so ergibt sich
(r-d)=

3e?

T AE

(4%),  (4.10)
und wenn wir den Erwartungswert (A%) mit Hilfe
von Gl. (2.15) durch den Erwartungswert von L2
ausdriicken:

el 3e _ B8 pew . s
(rA)=— g~ oze (LP+E%) . (411)
Der Kommutator
R 2ih
H,xiz = — - X Pi 4.12
[ ] e W P (4.12)
liefert
(rp)=3ih/2. (4.13)

Wenn wir alles einsetzen, erhalten wir das Zwi-

schenergebnis:
2
e a,

(rY=—2F o5 (LH-

(4.14)

Den Wert fiir (L?) werden wir erst weiter unten
angeben. Der Ausgangspunkt zur Berechnung von
{r?) bildet die Darstellung des Runge-Lenz-Vektors
A in Gleichung (3.11). Skalare Multiplikation mit
r und Anwendung der allgemeinen Kommutator-
regel

B[A4,C] =[4,BC]-[4,B]C
fihrt auf

(4.15)

AV L e e a3 2
(1'1‘1)——2/“32 (rPp*—ihrp +3h%)
2E

() = 5 ().

(4.16)

e
Beriicksichtigen wir

rPp?=2u(r*H+eér)
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und die bisherigen Ergebnisse in den Gln. (4.11),
(4.13) und (4.14), so bekommen wir

2 3
~spE 71?(1_ = (L“’)). (4.18)

b) Berechnung von {z*)

Zu diesem Zweck schlagen wir den folgenden
Weg ein. Wir multiplizieren die fiir unsere alge-
braische Methode grundlegende Gl. (3.14) von links
mit z und benutzen die Formel (4.15). Dies fiihrt
auf

2
1 e 3e

4E

— (z43) (4.19)

- 4’;("}5’ (ps(LxT)3+psrps) -
Aus den Beziehungen
h h
[H,z(LxT)3] = ’i‘;P:s(LX r)3+ mZ(LXp)s
(4.20)

und
p3s(Lx1)s—z(Lxp)g=L*-Ls>+2h* (4.21)
entnehmen wir unmittelbar

(ps(LxT)3) = — (2(LxP)s) =3(L*—Lg2) +k2.
(4.22)
Es bleibt noch die Berechnung des Erwartungswer-
tes (p3 7% p3). Werten wir deshalb die Beziehung
ps(LxT)s+z(Lxp)g=ihrp+psrip; (4.23)
—22p?+3ihzpy+2Hh?
aus, so ergibt sich mit Gl. (4.12) und (4.13)

(psr®pg) = (2 p?) +Hh2. (4.24)

Den Operator p? konnen wir eliminieren, indem wir
ihn durch den Hamilton-Operator H ausdriicken:

(psr2ps) =2 E(z%) +2 ue*(22[r) + k2. (4.25)

Die Berechnung von (z%/r) aber gelingt mit der
Definitionsgleichung (2.2) von A, wenn diese mit
z multipliziert wird:

<27> = (z4;) - 5’2"*—-%‘; (z(LxP)s) . (4.26)

Somit haben wir bei Beriicksichtigung von Gl. (4.21)
(ps7®ps) =2 nE(2%) +2 ue?(z ;) (4.27)
+2(ps(LxT)s3)
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und fir den Erwartungswert (z2) erhalten wir

schlieBlich

5 e? 1 h?
CA Lt p2_L.2y_
= 6F (z4s) 4ILlE<L Ls*) 2uE "
(4.28)

c¢) Berechnung von (L?)

Als letztes ist der Erwartungswert von L? zu be-
rechnen, was relativ einfach ist. Wenn wir L2 durch
die ,,Drehimpulsoperatoren® J, und J; ausdriicken,
haben wir

L2=-2J2+2Jd,d,. (4.29)

In der Basis |jm,m;), in der die Komponenten
Ju3 und J,3 diagonal sind, verschwinden die Er-
wartungswerte bzw. die Diagonalelemente der 1- und
2-Komponenten von J, und J; , so daf in Gl. (4.29)
auBer J,2 nur der Term

]a:} ]bSZ%(L32—K32) (430)

einen Beitrag liefert. Verwendet man Gl. (2.16),
um J,? durch den Hamilton-Operator H zu ersetzen,
so folgt

(L2) = -/

— (L —Ky?) . (4.31)
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